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P. Chainais

Cascades infiniment divisibles voilées : au-dela des lois de puissance

Lois d’échelle et Turbulence

| dissipation Eel ~ r7(a)
E vitesse  E|dvp|? ~ ra/3+7(a/3)
ANALYSE SIMULATION
formalisme multifractal (~ TC@) cascades binomiales,
casc. log-inf. div. (H(q) - n(71)) coeff. ondelette, MRW. ..
cascades multiplicatives cascades multiplicatives
= phénoménologie = algorithmes
(binomiale, ondelettes. . . )

(cascade de Richardson)
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P. Chainais

Cascades infiniment divisibles voilées : au-dela des lois de puissance

De |'auto-similarité aux Cascades Infiniment Divisibles

5.X(H) = X(t+ 1) — X(t)

[l AUTO-SIMILARITE E|6.X|7=E|X (1)) |r|
ex : f.B.m., Linear Fractional Stable Motion. . .

E|6.X|"=c, 7

ex : casc. binomiales, casc. aléa. ondelette,
multifractal random walk (MRW). ..

4

Transformée de Legendre
D(h)

spectre des singularités

[1 FORMALISME MULTIFRACTAL

D(h)
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En turbulence...
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...vers les cascades infiniment divisibles !
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De |'auto-similarité aux Cascades Infiniment Divisibles
5.X(1) = X(t+7) — X(t)

[0 AUTO-SIMILARITE E|0-X|"=E|X(1)|7]

ex : f.B.m., Linear Fractional Stable Motion. . .

[0 FORMALISME MULTIFRACTAL E 0, X[T=c,T
ex : casc. binomiales, casc. aléa. ondelette,

multifractal random walk (MRW). ..

[1 CASCADES INF. DIVISIBLES E |6, X]? = ¢, exp[— . ]

e H(q) =((q) sin(r)=—logT,
(multifractal)

e a priori n(7) # —log 7.

ex ... 077
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Lois d’'échelle infiniment divisibles
E|6-X]|1= cqexp|—H(q) - n(7)]
n(r)=—logr = E [6;: X1 = chH(CD = CqTC(CD

(invariance d'échelle)

1 n(7) # —log T = vers une analyse non-invariante d'échelle :

— turbulence Castaing et al. 1990
— trafic internet Veitch et al. 2000

L] interprétation multiplicative

Comment construire un signal
a lois d’échelle infiniment divisibles ?

possédant de "bonnes propriétés" . accroissements stationnaires, etc. . .
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En math : recouvrement Poissonnien de [0,1]

T T
(@ v, vsur(0,T] (7 4 N—
densité de Poisson — RN
r ----./,/_f./----4.---.\.\;,\.--

O tM—TM/Q tM tM+TM/2

o= 10,1\ (U (tar = 7ar/2, tar + 704 /2)
TN T
Ig (%

Qr(t) = (1) [ontuetsit &S,

P(t € S,)
= lim Q,(t).¢ est porté Sy

(L TILI(I)Q (t).0 est portée parO

Si 11 est non dégénérée, alors tout n’est pas recouvert...

Les points M susceptibles de recouvrir t sont dans C,(t).
En posant W = 0,

|4
Qr(t>: HMeCr(t) M
E ] Lice,o WM]
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Principe des cascades binomiales

structure arborescente signal irrégulier

O haolad d MLLM&M
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Des cascades binomiales aux cascades infiniment divisibles

binomiale Poisson composée Infiniment Divisible
1 - 1
r c,(0
0- o e
Qr(t) =T A Qi) T Wi Qr(t) oc exp M(Cr(1))
J (ti,m:) CASCADE MULT.
| t; - uniforme = stationnaire CONTINUE
r = 2J seulement r; 1/7“2 = scaling Schmitt & Marsan 2001
Mandelbrot 1974 Barral & Mandelbrot 2002 Muzy & Bacry 2002

Ch. & Riedi & Abry 2003
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Bruit log-infiniment divisible (IDC noise)
M(Cr(t)) : fct. génér. moments = exp [—m/(C,) p(q)] (inv. éch. = rP(0))

e (G = distr. infiniment divisible, fct. génér. moments é’(q) — e Pla),
e = (140(1—7))dt dr]

e mesure positive dm(t, )

exp |M(Cr(t))]
Qr(t> E [exp M(Cfr(t))]

—> Qr(t) est stationnaire

ola) = pla) — gp(1) = E[QF] = exp [=p(q)m(C; )]
ie E[QY] = e—%a) . T'p(q)]
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P. Chainais

Mouvement log-infiniment divisible (IDC motion)

Pb : () dégénére lorsque r — 0. ..

Solution : A,(t) =
@

w Qf(t) IS

At) = lim Ap(t)

r—~0

et

/t Qr(s) ds = EA.(t) =t
0

aAT(t)uw

est 3 accroissements stationnaires

Edr A ~ t9exp [—p(q)m(Cr)]
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P. Chainais
Cascades et lois d’échelle infiniment divisibles
At — A(t
dissipation moyennée localement = e (t) = A+ 7) ()]
-
(r) 1 [UtT
len pratique : g7 '(t) = — Qr(t)dt]
T Jt

Scaling des moments = lois d'échelle Inf. Div.
Ee? ~ exp[—p(q) - m(Cr) ] = exp[-H(q) - n(7))

—> synthése d'une densité a lois d'échelle Inf. Div.

GDT Analyse et Probabilités - 30 mars 2004 13



Cascades infiniment divisibles voilées : au-dela des lois de puissance P. Chainais

Marche aléatoire infiniment divisible (IDC random walk)
mouvement Brownien fractionnaire By, A(t) une mesure Log. Inf. Div.,

Vi(t) = B (A(t), teRT

By est a accroissements stationnaires
Rappel

Vite R E|By(t)|? =t . E|By (1)),

Vi est a accroissements stationnaires,

fluctuations positives/négatives,

et

E|6,Vi|? ~ 79 exp [—p(q H )ym(Cr)]
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En résumeé...

bruit mouvement marche
(densité) (mesure) aléatoire
E Q9 Eo, A4

expl—plg)m(Cr)]  Tlexpl-plg)m(Cr)] T exp[—p(qH)m(Cr)

e temps continu (t € R™), accroissements stationnaires,
invariance d'échelle continue, Yo(q) d'une distribution Inf. Div.,

e procédures MIATLAB
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P. Chainais
- | ] .
Invariance d’échelle et lois de puissance
E[(6,A/7) E[(5,.V/7H)?
TA)T TV /T w\q
- .- estiﬁwate - .- eétimate | | ,‘ ) |
e ---- theory 10 ---- theory AT or e~ @‘@\Q\Q
e, | Jr \ o
— Soel -0.11 ‘., LY N
N’I;\ \\‘\.\\.\ N/'_-l\p e ) . 01 \’@\\\\
< T T e e LNy
— \\ o, S R \%
@/ AN \\ 01 A \, ’3 S
IU_J‘ * .\\ @0 o 1 \g §
N = el ! -0.2 N
QS N N w -0.14 o ,\ xé
U)H \\\ l\. g o v \\\\\
: e el i % g
.l ,/}" -3 - o - theory S
10° e ol e -+ - scale invariant
‘ ‘ : : . : : ‘ ‘ -<-- non scale invariant
10" 10° 10’2Iog .l.1o’1 10° 10" 10 10" 10° 10’2|0g 1-10’1 10° 10" 04 1 2 3 4
10 10

©(2)log T

q

©(2H)log T
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LOIS DE PUISSANCE
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Au-deld des lois de puissance...
2 H\2
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Ej-A? multifractale / voilée

MULTIFRACTALE VOILEE
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Exemple simple

dm(t, ) dt dr
m(t,r) =
’ r2+0
alors (
T_ﬁsiﬁ>0,
—InTsi =0
C ~ ’
m( T) T—>O< 1 — 158
>Ctesi 3 <0.
. O

Vv Analyse Multifractale — lirrb
T —

donc le cas ¢ > 1 est sans intérét en terme d'analyse multifractale (~ 79).

A Analyse LID — .

T—0
intérét = évolution a travers les échelles
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Evolution des densités de probabilité

MULTIFRACTALE % VOILEE (3 = —0.4)
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de gaussien vers non gaussien vers petites échelles
(ex : kurtosis...)
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Cumulants du log des accroissements de Vg
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(a)C1 — HlnT ~ —H@'(0)m(Cr) (b) Cy ~ —H?*p” (0)m(Cr)

GDT Analyse et Probabilités - 30 mars 2004

21




Cascades infiniment divisibles voilées : au-dela des lois de puissance

. Chainais

I0g(E[ Q,(HQ,(5) ]

Fonctions d’'autocorrélation "voilées"

—— simulation
---- theory
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Bilan provisoire

'] modéles Log-Inf. Div. simulables,

] cascades voilées : premier écart contrélé aux lois de
puissance,

[] déception : |'effet existe mais reste faible,

[] applications : turbulence, trafic internet, finance. ..

GDT Analyse et Probabilités - 30 mars 2004
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Et aprés?

[l encore plus loin des lois de puissance, c’est
possible?. ..

[1 d’autres pistes que les CLID? (pb de l'intégra-
tion. .. )

[ ] skewness ?
[] analyse : estimation, prédiction. ..
(] CLID multidimensionnelles

[1 banque d’algorithmes de synthése.
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CLID vs modele She-Lévéque et signal "Modane"

= marche aléatoire Log-Inf. Div. Vg versus vitesse v

SIMULATION (IDC)

sim

t
EXPERIMENT (MODANE)

exp

t

Vg versus Modane

log (PSD)

—— experiment
- - simulation
- slope -5/3

log (frequency)

Spectres

{(a)/g(1)

|| - *- simulation

s - experiment
—— theory

p ¥
L 7T e
/// //@////////
S e
////// N
/D//
L

1 2 3 4 5

Exposants ¢(q)

— signal artificiel respectant le modeéele de She-Lévéque
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Une équation stochastique dans le cas Log Normal

1
Notation: @r =€), avec A=->1
r

t
ey\(t) = A2 oxp (ul/Q/ (t+1— u)_l/2 dB(u))
t+1—A

Y
dey(t) =/l ex(t) <dB(t) + %(1 _ W(t))dt)

t
W) = i /t+1_)\(t+1—u)_3/2dB(u)

y

\

[F.G. Schmitt, Eur. Phys. J. B, 2003]
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Semi-groupes et cascades log-infiniment divisibles

GP(Y) = / o P(Y—u) G(w) du = GxP (Y) P (Y) = GaprPa; (Y)

— 00

G(s1+ s2) = G(s1) G(s2) G +sy = G % G,
semi-groupe continu : générateur U4  fonction génératrice : générateur H
Gh)—1 N +00

S v Gla)= | Gy dy— e
h—0 o

G(s) = exp (sU) Gs = exp (—sH)

Y

0P

o P =(G(s)P) = = U P e GG, = propagateur d'une CLID

0s

e lien avec semi-groupes de Markov ? e Définition : GG est le noyau
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